
莫比乌斯反演与容斥原理

.

Qizy

2018年 2月 8日

成都石室中学

yongzhengqi@gmail.com

1

yongzhengqi@gmail.com


目录

基础定义

一般的莫比乌斯反演

一般的莫比乌斯反演与容斥原理

一般的莫比乌斯函数

更一般的容斥原理

一般与经典的莫比乌斯反演

定义在全序集上的莫比乌斯函数

直积与莫比乌斯函数

经典的莫比乌斯函数

经典的莫比乌斯函数的推论

经典的莫比乌斯反演

经典的莫比乌斯反演与容斥原理

莫比乌斯函数的容斥理解

参考资料

2



基础定义
.



卷积

设 F(X)是满足只要 x > y就有 f(x, y) = 0的所有实数函数
f : X× X → ℜ的集合

对于 ∀f,g ∈ F(X)，定义卷积 h = f ∗ g :

h(x, y) =


∑

{z:x≤z≤y}
f(x, z)g(z, y) x ≤ y

0 otherwise
(1)

不难发现，卷积满足结合律

f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h (f,g,h ∈ F(X))
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Kronecker delta function

我们定义 Kronecker delta function δ ：

δ(x, y) =

1 若x = y

0 otherwise
(2)

不难发现，对于所有 f ∈ F(X), δ ∗ f = f ∗ δ = f，因此对卷积
来说 δ 就是一个恒等函数

如果我们把二元函数看作是矩阵的话，δ 相当于是单位矩阵
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zeta function

我们定义 zeta function ζ :

ζ(x, y) =

1 若x ≤ y

0 otherwise
(3)

不难发现，ζ 函数是偏序集 (X,≤)的一种表示，因为它包含

了所有满足 x ≤ y的元素对 x, y的全部信息

如果我们把二元函数看作是矩阵的话，ζ 相当于是特殊的上

三角矩阵

5



Möbius function

我们定义 Möbius function µ为 ζ 的逆函数：

µ ∗ ζ = δ (4)

因为对于 ∀y ∈ X, ζ(y, y) = 1，所以 ζ 总有逆函数，即 µ总是

存在
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Möbius function的一些推论

运用(1)式有：∑
{z:x≤z≤y}

µ(x, z)ζ(z, y) = δ(x, y) (x ≤ y) (5)

或等价地： ∑
{z:x≤z≤y}

µ(x, z) = δ(x, y) (x ≤ y) (6)

由(6)式有：
对于所有x, µ(x, x) = 1 (7)

以及：

µ(x, y) = −
∑

{z:x≤z<y}
µ(x, z) (x < y) (8)
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直积

设 (X,≤1), (Y,≤2)为两个偏序集。在下面集合

X× Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y}

上定义关系 ≤为

(x, y) ≤ (x′, y′)当且仅当x ≤1 x′且y ≤2 y′

显然 (X× Y,≤)是一个偏序集，叫做 (X,≤1)和 (Y,≤2)的直

积

我们可以把这个直积结构拓展到任意个偏序集上
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一般的莫比乌斯反演
.



定义在有限偏序集上的莫比乌斯反演

设 (X,≤)是偏序集且有最小元 0。设 µ是它的莫比乌斯函

数，并设 F : X → ℜ,G : X → ℜ是定义在 X上的实值函数，有：

G(x) =
∑

{z:z≤y}
F(z) (x ∈ X)

⇔F(x) =
∑

{y:y≤x}
G(y)µ(y, x) (x ∈ X) (9)
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证明

设 ζ 为 (X,≤)的 ζ 函数，有：∑
{y:y≤x}

G(y)µ(y, x) =
∑

{y:y≤x}

∑
{z:z≤y}

F(z)µ(y, x)

=
∑

{y:y≤x}
µ(y, x)

∑
{z:z∈X}

ζ(z, y)F(z)

=
∑

{z:z∈X}

∑
{y:y≤x}

ζ(z, y)µ(y, x)F(z)

=
∑

{z:z∈X}
F(z)

∑
{y:z≤y≤x}

ζ(z, y)µ(y, x)

=
∑

{z:z∈X}
δ(z, x)F(z)

= F(x)

Q.E.D. 10



一般的莫比乌斯反演与容斥原理
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一般的莫比乌斯反演与容斥原理
.
一般的莫比乌斯函数



定义在有限偏序集上的莫比乌斯函数

设 µ为有限偏序集 (P(Xn),⊆)的莫比乌斯函数，其中

Xn = {1, 2, · · · ,n}。当 A ⊆ B ⊆ Xn 时：

µ(A,B) = (−1)|B|−|A| (10)
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证明

使用归纳法进行证明：

(α)当 A = B时，由(7)得 µ(A,B) = µ(A,A) = 1，从而如果
A = B则(10)成立

(β)当 A ⊂ B时，设 p = |B| − |A|，有：

µ(A,B) = −
∑

{C:A⊆C⊂B}
µ(A, C) (11)

= −
∑

{C:A⊆C⊂B}
(−1)|C|−|A| (根据归纳假设) (12)

= −
p−1∑
k=0

(−1)k
(
p
k

)
(13)

其中(12)→(13)可以看作依据 |C| − |A| = k来分类
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证明

由二项式定理得：

0 = (1− 1)p =

p∑
k=0

(−1)k
(
p
k

)
(14)

因此：
p−1∑
k=0

(−1)k
(
p
k

)
= −(−1)p

(
p
p

)
(15)

将(15)带入(13)有：

µ(A,B) = (−1)p
(
p
p

)
= (−1)p = (−1)|B|−|A| (16)

由 (α), (β)得(10)成立
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一般的莫比乌斯反演与容斥原理
.
更一般的容斥原理



结论

设 Xn{1, 2, · · · ,n}，且设 F : P(Xn) → ℜ,G : P(Xn) → ℜ为定
义在 Xn 的子集上的函数，有：

G(K) =
∑
L⊆K

F(L) (K ⊆ Xn)

⇔F(K) =
∑
L⊆K

(−1)|K|−|L|G(L) (K ⊆ Xn) (17)
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证明

将(10)带入(9)有

G(K) =
∑
L⊆K

F(L) (K ⊆ Xn)

⇔F(K) =
∑
L⊆K

(−1)|K|−|L|G(L) (K ⊆ Xn) (18)

Q.E.D.
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一般与经典的莫比乌斯反演
.
定义在全序集上的莫比乌斯函数



结论

设 µ是全序集 (Xn,≤)的莫比乌斯函数，其中

Xn = {1, 2, · · · ,n}, 1 < 2 < · · · < n，当 a <= b有：

µ(a,b) =


1 若a = b

−1 若a = b− 1

0 otherwise

(19)
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证明

当 a = b时，由(7)得 µ(a,b) = µ(a,a) = 1

当 a = b− 1时，由(8)得 µ(a,b) = −µ(a,a) = −1

当 a < b− 1时，使用归纳法证明：

固定 a，对 b作归纳
(α)当 a = b− 2时，由(8)得
µ(a,b) = −µ(a,a)− µ(a,a+ 1) = 0
(β)当 a < b− 2时，由(8)及归纳假设得
µ(a,b) = −

∑
a≤c<b

µ(a, c) = 0

由 (α), (β)得当 a < b− 1时，µ(a,b) = 0

综上(19)成立
17



一般与经典的莫比乌斯反演
.
直积与莫比乌斯函数



结论

设 (X,≤1), (Y,≤2)为两个有限偏序集，且它们的莫比乌斯函

数分别为 µ1, µ2。设 µ为 (X,≤1), (Y,≤2)的直积的莫比乌斯函数，

有：

µ((x, x′), (y, y′)) = µ1(x, x′)µ2(y, y′) ((x, y), (x′, y′) ∈ X× Y)
(20)
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证明

当 (x, y)/≤(x′, y′)时，µ((x, y), (x′, y′)) = 0，且或者 x /≤1x′，
或者 y /≤2y′，所以 µ1(x, x′) = 0或 µ2(y, y′) = 0，所以
µ((x, x′), (y, y′)) = µ1(x, x′)µ2(y, y′) = 0

当 (x, y) ≤ (x′, y′)时，使用归纳法证明：

对在这一偏序下介于 (x, y)和 (x′, y′)之间的序偶个数作
归纳

(α)当 (x, y) = (x′, y′)时 µ((x, x′), (y, y′)) = µ1(x, x′) =
µ2(y, y′) = µ1(x, x′)µ2(y, y′) = 1
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证明

(β)当 (x, y) < (x′, y′)时，有：

µ((x, y), (x′, y′)) =−
∑

{(u,v):(x,y)≤(u,v)<(x′,y′)}
µ((x, y), (u, v))

=−
∑

{(u,v):(x,y)≤(u,v)<(x′,y′)}
µ1(x,u)µ2(y, v)

=− (
∑

{u:x≤1u≤1x′}
µ1(x,u))(

∑
{v:y≤2v≤2y′}

µ2(y, v))

+ µ1(x, x′)µ2(y, y′)

=− (0)(0) + µ1(x, x′)µ2(y, y′)

由 (α), (β)得当 (x, y) ≤ (x′, y′)时，(20)成立

综上，(20)成立
20



推论

有限个有限偏序集的直积的莫比乌斯函数是它们的莫比乌斯

函数的乘积
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一般与经典的莫比乌斯反演
.
经典的莫比乌斯函数



结论

设 µ(a,b)是偏序集 (Xn, |)的莫比乌斯函数，其中
Xn = {1, 2, · · · ,n}，有：

µ(1,n) =


1 若n = 1

(−1)k 若 n是互不相同的 k个素数的乘积

0 otherwise

(21)
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证明

整数 n有唯一质因数分解，因此：

n = pα1
1 pα2

2 · · ·pαk
k

由(8)得：

µ(1,n) = −
∑

{m≥1:m|n,m̸=n}
µ(1,m)

因此只需要考虑 (X∗n, |)，其中 X∗n 是 Xn 中所有满足 k|n的正
整数 k组成的子集。设 r和 s为 X∗n 中的整数，有：

r = pβ1
1 pβ2

2 · · ·pβkk , s = pγ11 p
γ2
2 · · ·pγ33

其中 0 ≤ βi, γi ≤ αi。于是，r|s当且仅当
βi ≤ γi(i = 1, 2, · · · , k)。因此，偏序集 (X∗n, |)正好是大小分别为
α1 + 1, α2 + 1, · · · , αk + 1的 k个全序集的直积 23



证明

由(20)得：

µ(1,n) =
k∏
i=1

µ(1,pαi
i )

由(19)得：

µ(1,pαi
i ) =


1 若αi = 0

−1 若αi = 1

0 若αi ≥ 2

因此(21)成立
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一般与经典的莫比乌斯反演
.
经典的莫比乌斯函数的推论



结论

设 µ(a,b)是有限偏序集 (Xn, |)的莫比乌斯函数，当 a|b时，
有：

µ(a,b) = µ(1, ba) (22)
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证明

固定 a，对 b作归纳证明：

(α)当 a = b时，由(7)得 µ(a,b) = µ(1, 1) = 1

(β)当 a < b时，由(8)有：

µ(a,b) = −
∑

{c:a|c,c|b,c<b}
µ(a, c)

= −
∑

{c:c| ba ,c<
b
a}

µ(a,ac)

= −
∑

{c:c| ba ,c<
b
a}

µ(1, c) (根据归纳假设)

= µ(1, ba) (根据(8))

由 (α), (β)得(22)成立 26



一般与经典的莫比乌斯反演
.
经典的莫比乌斯反演



结论

设 F,G为定义在正整数集上的实值函数，有：

G(n) =
∑
k:k|n

F(k)

⇔F(n) =
∑
k:k|n

µ(
n
k )G(k) (23)

其中把 µ(1, nk )写作 µ(nk )
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证明

由(9)有：
F(n) =

∑
{k:k|n}

µ(k,n)G(k) (24)

将(22)带入(24)得：

F(n) =
∑

{k:k|n}
µ(k,n)G(k) =

∑
k:k|n

µ(1, nk )G(k)

Q.E.D
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经典的莫比乌斯反演与容斥原理
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经典的莫比乌斯反演与容斥原理
.
莫比乌斯函数的容斥理解



莫比乌斯函数的容斥理解

考虑特例：φ(n) =
∑
d:d|n

µ(d)nd 的容斥理解：

加上 n（全集），删掉与 n至少有一个质因数相同的数 a1,x，
加上与 n至少有两个不同质因数相同的数 a2,x，· · ·∑

那里枚举的 d，实际上是在枚举 gcd(ai,j,n)的不同质因
数的个数

本质上是按 gcd(ai,j,n)的不同质因子的个数来容斥
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莫比乌斯反演的容斥理解

考虑 G(n) =
∑
k:k|n

F(k) ⇔ F(n) =
∑
k:k|n

µ(k)G(nk )的容斥理解：

定义：

g(a) =


k a是 k个不同质因数的乘积

1 a = 1

0 otherwise

定义 h(a) = a的不同质因子的个数
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莫比乌斯反演的容斥理解

F(n) =
∑
k:k|n

F(k)−
∑

{k:k|n,g(k)=1}

∑
d:d| nk

F(d)

+
∑

{k:k|n,g(k)=2}

∑
d:d| nk

F(d)− · · · − (−1)h(n)+1F(1) (25)

=G(n)−
∑

{k:k|d,g(k)=1}
G(nk )

+
∑

{k:k|n,g(k)=2}
G(nk )− · · · − (−1)h(n)+1G(1) (26)

=
∑

{k:k|n,g(k)>0}
(−1)h(k)G(nk ) (27)
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莫比乌斯反演的容斥理解

其中(25)可以通过容斥的思想得到（加上全集，减去至少有
一个质因数的次数不同的，加上至少有两个质因数的次数不同

的，· · ·）

因此，考虑经典的莫比乌斯反演公式：

G(n) =
∑
k:k|n

F(k) (28)

⇔F(n) =
∑
k:k|n

µ(k)G(nk ) (29)

(29)中的 k实际上是在枚举质因数分解后哪几个质因数的次
数不同

本质上是按照质因数分解后，次数不同的质因数的个数来容

斥 32
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